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 要  旨 
 本論文は，1999 年，Perumpanamiらによって提唱された癌浸潤に関する数理モデルの進行波
解に関する論文である．このモデルは，癌細胞の密度 𝑢 および結合組織の密度 𝑐 に関する 2 変数
非線形偏微分方程式系であり，癌細胞が結合組織の高密度領域に浸潤する状況を模している． 
 癌浸潤モデルの進行波解に対する代表的な先行研究として，星野弘喜氏（藤田保健衛生大）の
論文(Analysis(Munich) 31, 237-248 (2011)) が挙げられる．星野氏の論文では，相平面解析によ
って，癌細胞の拡散を無視したモデルにおいて，任意の伝播速度の進行波解が存在することを示
している．具体的には，任意に指定した伝播速度 σ に応じて，結合組織の振幅上限 𝑐̅ が決まり，
 ?̂? が𝑐̅より小さければ 𝑢 軸上の点 (𝑢;  𝑐)  =  (1;  0)と𝑐 軸上の点 (0; ?̂?) をつなぐ進行波解が存在す







も(𝑢;  𝑐) =  (1;  0)と (0; ?̂?)をつなぐ進行波解が存在することを示した．具体的には，S. R. Dunbar   







の波形関数 𝑢 の間にある関係式を明らかにした． 
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次のような，空間 1次元における反応拡散移流方程式と常微分方程式の系8<:ut = duxx   (ucx)x + u(1  u);ct =  uc2 (1)
を考える．この系は癌細胞の時空的ダイナミクスを記述する医学モデルの1つで，Perumpanani
らによって提唱された [9]．ここで，u(x; t); c(x; t)は位置 x 2 Rと時刻 tの未知関数であり，
u(x; t)は癌細胞の個体群密度を，c(x; t)は結合組織の密度をそれぞれ表す．また，dは拡散
係数で d  0をみたす．
1999年，Perumpanami, Sherratt, Norbury, Byrne [9]は，まず三変数の系としてモデル
を考案した．(1)は，そのモデル方程式に対してある種の近似を行い，拡散項を加えることで
得られた系である．Marchant, Norbury, Perumpanani [6]は，主に数値計算を用いて d = 0
の場合の (1)の進行波解に関する議論を行った．その後，星野 [2]によって (1)に対する数
学的な解析が本格的に行われた．このモデルの歴史的な経緯は [2]に詳しく書かれている．
本研究の目的は，(1)の進行波解の存在を示すことである．ここで，進行波解とは，
(u; c)(x; t) = (U;C)(x  t) = (U;C)(z); z = x  t (2)
と表される解のことをいう．このとき，(U;C)は進行波の波形，は進行波の速度に対応す
る．さらに，波形の遠方での条件8<: (U;C)(z)! (1; 0) as z !  1;(U;C)(z)! (0; C^) as z !1 (3)
を課す．このような進行波解は，癌細胞が健全な細胞を侵食しながら進行する状況を想起さ
せる（図 1）．特に d = 0のケースでは，波形関数 (U;C)のみたす常微分方程式系に対する
2次元の相平面解析に帰着でき，進行波解の存在条件や一意性は星野 [2]によって調べられ
ている．
定理 1 (星野 [2]). 各速度  > 0に対して，C^() > 0が十分小さければ，(1; 0)と (0; C^)を
次の意味でつなぐ進行波 (U;C)が存在する：8><>:(U;C)(z)! (1; 0) as z !  1;(U;C)(z)! (0; C^) as z !1: (4)
さらに，進行波の振幅上限










定理 1の (5)は速度 の進行波のC成分の振幅上限C()に対する下からの評価を与えて
いる．筆者の卒業研究では，C()を上から評価し，次の定理を得た．









一方で，d > 0のケースでは，(U;C)のみたす常微分方程式系に対する 3次元の相空間解
析となり，進行波解の存在条件はほとんど知られていない．修士課程での研究により，(1)
の進行波解が存在するための十分条件を得ることができた．
定理 3. 2 > 4dとする．このとき，






をみたす任意の C^ に対し，2つの平衡点 (1; 0), (0; C^) を (11)の意味でつなぐような系 (1)
の進行波解
(u; c)(x; t) = (U;C)(x  t) = (U;C)(z); z = x  t
が存在する．ここで，波形関数 (U;C)は次をみたす．
U 0(z) = V (z) < 0 < U(z); C(z) (z 2 R):
また，定理 3で得られた進行波解に対する定量評価を行い，次の定理を得た．
定理 4. 2つの平衡点 (1; 0), (0; C) を (11)の意味でつなぐような系 (1)の進行波解
(u; c)(x; t) = (U;C)(x  t) = (U;C)(z); z = x  t
は，次をみたす． Z 1
 1
U(z)(1  U(z))dz = : (7)




図 1: 進行波 (u; c)のイメージ




進行波の波形関数 (U;C) および V := dU=dz のみたす常微分方程式系は，(1)に (2)を代
入することで，次のように得られる：8<: U
0 = dU 00   (UC 0)0 + U(1  U);
 C 0 =  UC2;
z 2 R: (8)









 U 0 = dU 00   2

UC2U 0   2
2
U3C3 + U(1  U): (9)












U3C3   U(1  U)

となる．以上より，波形関数 (U;C) のみたす常微分方程式系を得る．8>>>><>>>>:














UC2   ; Q(U;C) =   2
2
U2C3 + 1  U
とおいた．(10)の平衡点は，任意の C^ 2 Rに対し
(U; V;C) = (1; 0; 0); (0; 0; C^)
で与えられる．本研究では，２つの平衡点をつなぐ進行波解を考える．すなわち，考える進
行波解は条件 8<: (U; V;C)(z)! (1; 0; 0) as z !  1;(U; V;C)(z)! (0; 0; C^) as z !1 (11)
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表 1: 点 (0; 0; C^)
固有値 対応する固有ベクトル
0 t[0; 0; 1]
 =









表 2: 点 (1; 0; 0)
固有値 対応する固有ベクトル
0 t[0; 0; 1]
 =













fP (U;C)V  Q(U;C)Ug ;
_C =   1

UC2;
s 2 R (12)
を得る．系 (12)に対応する条件は8<: (U; V;C)(s)! (0; 0; C^) as s!  1;(U; V;C)(s)! (1; 0; 0) as s!1 (13)










で与えられる．対応する固有値，固有ベクトルを表 1, 表 2に示す．
2.2 Wazewski Setの構成
証明に先立ち，いくつかの記号を準備しよう．y;y0 2 Rn とする．また，f : Rn ! Rn
は，連続かつ局所リプシッツ条件を満たすと仮定する．一般の常微分方程式系の初期値問題
y0(s) = f(y(s)) (s 2 Rn); y(0) = y0 (14)
を考え，その解を [1], [3], [7]に倣い，
y(s;y0) = y0  s
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と表す．まず，初期値 y0を与えたときの s = 0から s = s0までの解軌道を表す集合として，
y0  [0; s0] = fy0  s j s 2 [0; s0]g
を定める．次に集合W  Rnを与え，解 y0  sがW を脱出する時刻（脱出時刻）T (y0)を
T (y0) = supfs j y0  [0; s] Wg
と定める．さらに，W の即時脱出集合W を，
W  = fy0 2W j T (y0) = 0g
と定める．最後に，集合  W を与え，の部分集合 0を，
0 = fy0 2  j 9s > 0; y0  s 2W g
と定める．これは，時間が経つとW 外部に出る初期値の集合を表している．
定理 5 (Wazewskiの定理 [1]). Rnの集合W と，有界閉集合 W が次の条件をすべてみ
たすとき，からW への写像 F (y0) = y0  T (y0)は同相写像となる．
(i) y0 2  かつ y0  [0; s]  cl(W )) y0  [0; s] W .
(ii) y0 2 ; y0  s 2W; y0  s =2W 
) Rnのある開集合 Vsが存在して，y0  s 2 Vs かつ Vs \W  = .
(iii)  = 0 であって，各 y0 2  に対し，(14)の解軌道は と一度だけ交差する．
これから常微分方程式系 (14)の初期値問題を (12)に対応させて，定理 5の応用を考える．
そこで，立体W の境界面 @W を，









(U; V;C) 2 R3 j 0  U  1; C = 0;  kU  V  0	 ;
奥面左: S3 =
n



















であり，W は @W で囲まれた部分（境界を含む）とする．すなわち，W は S1を上面， S2
を底面とする三角柱である（図 3）．ここで，kは  < k < をみたす定数とする．すると，
dk2   k + 1 < 0 (16)
が成り立つことに注意する．また，C^ は，






UQ(C)を Q(U;C) = 0の解，すなわち Q(UQ(C); C) = 0をみたす実数として定義する．
特に，U^Q = UQ(C^)とおく．つまり U^QはQ(U^Q; C^) = 0をみたす．
補題 6. 脱出集合W は，W1 \W2 = をみたす














図 4: 側面 @W
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を用いて，次のように与えられる．
W  = W1 [W2:
証明. まず，各面の内点について調べよう．面 Si ( i = 1 : : : 6 ) の外向き法線ベクトルnと，
面上のベクトル場との内積を計算する．
 int S1上では，n = [0; 0; 1]> であるから，n  [ _U; _V ; _C]> = _C < 0. すなわち，int S1 6
W .
 int S2 上では，n = [0; 0; 1]> であるから，n  [ _U; _V ; _C]> =   _C = 0. すなわち，
int S2 6W .
 int S3上では，n = [0; 1; 0]> であるから，n  [ _U; _V ; _C]> = _V > 0. すなわち，int S3 
W .
 int S4上では，n = [0; 1; 0]> であるから，n  [ _U; _V ; _C]> = _V < 0. すなわち，int S4 6
W .
 int S5上では，n = [1; 0; 0]> であるから，n  [ _U; _V ; _C]> = _U > 0. すなわち，int S5 
W .
 int S6上では，n = [ k; 1; 0]>, V =  kU が成り立つから，
n  [ _U; _V ; _C]> =  k _U   _V =  U
d

dk2 + P (U;C)k +Q(U;C)
	
:
ここで，(16) および C <
p
=2k に注意すると，










U2C3 + 1  U










ゆえに，int S6上では n  [ _U; _V ; _C]> > 0. すなわち，int S6 W .
次に，面と面の交線，交点について調べよう．
 S3 \ S6上では， _U = _V = _C = 0であるから，S3 \ S6 6W .






すなわち，(S3 \ (S1 [ S2)) n f(0; 0; 0); (1; 0; 0); (0; 0; C^); (U^Q; 0; C^)g W .
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 (S3\S4)nf(1; 0; 0)g = f(U; V;C) j Q(U;C) = 0; 0 < C  C^g上では，n[ _U; _V ; _C]> =
0であるから， V を計算する． _U = V = _V = 0, _C < 0に注意すると，
V =   6
2d
U3C _C > 0
したがって，(S3 \ S4) n f(1; 0; 0)g W :
 (S4 \S1) n f(U^Q; 0; C^); (1; 0; C^)g上では，Q(U;C) < 0であることに注意すると， _V =
Q(U;C)U=d < 0, _C < 0. すなわち，(S4 \ S1) n f(U^Q; 0; C^); (1; 0; C^)g 6W .
 S4 \ S5 上では， _U = 0, _V = Q(U;C)U=d < 0, _C < 0 であるから， U を計算する．
U =   _V > 0 であるから，S4 \ S5 W .
 (S5 \ (S1 [ S2 [ S6))nf(1; 0; C^); (1; 0; 0)g上では， _U > 0であるから，(S5\(S1[S2[
S6)) n f(1; 0; C^); (1; 0; 0)g W .
 (S6 \ (S1 [ S2)) n f(0; 0; C^); (0; 0; 0)g上では，int S6 上と同様の計算を行うことで，
(S6 \ (S1 [ S2)) n f(0; 0; C^); (0; 0; 0)g W .
 点 (1; 0; 0)は平衡点なので， f(1; 0; 0)g 6W .
以上をまとめると，W  = W1 [W2 を得る．
2.3 Wazewskiの定理の応用
W に続いて，有界閉集合 W を構成しよう．準備として，平衡点 (0; 0; C^)における不
安定多様体 U について調べる．なお，不安定多様体の定義は，付録（4.1節の定義 11）に示
した．
補題 7 (不安定多様体 U). 平衡点 (0; 0; C^)において 2次元不安定多様体 U は，十分小さな







1CCA+ p1 + p2 + o(jj+ jj): (18)
さらに，(0; 0; C^)の十分小さな近傍で，2次元不安定多様体 U は．面 S3とはC1級の曲線 l3
と交わり，面 S6とは C1級の曲線 l6と交わる．ここで，l3, l6は次式で表される．
l3 : (U; V;C)!

U; 0;  C^2U + C^

;
l6 : (U; V;C)!











1CCA = p1 + p2 + o(jj+ jj) (19)





















となる．したがって，    2  2
 = 2(  ) 6= 0















と表される．ここで，1(u; v);	1(u; v)は o(juj + jvj)の C1級関数．(20)の第 3式に (21)
を代入して整理すると，








(u+ dv) + o(juj+ jvj)
(22)
となる．ここで，+  = =d,  = 1=dを用いた．
l3を表す式を求めよう．(22)に v = 0を代入して整理すると，





の u > 0の部分，すなわち，
(U; V;C)!

U; 0;  C^2U + C^

11
の U > 0の部分を l3とすればよい．l6を表す式も同様に求められる．
点 (0; 0; C^)を中心に十分小さな球を描き，その球と U の交点の集合を E とする．補題 7
よりEは S3上で l3と交わり，S6上で l6と交わる．Eと l3の交点をA，Eと l6の交点をB
とする．有界閉集合  W を
 = E \W (23)
で定義する．このとき，はAと Bを端点とするW 内の弧となる．
補題 8 (U と p1の位置関係). U 上，, l3, l6 で囲まれた図形を考えると，固有ベクトル p1
はその上に載っている．1
証明. l3, p1, l6の uv-平面への射影を考えると，それぞれ v =  ku; v =  u; v = 0 で
ある．0 <  < kに注意すると， k <   < 0.
補題 9.  = 0を仮定する．このとき，W とは定理 5（Wazewskiの定理）の条件 (i)-(iii)
をすべてみたす．
証明.  = 0を仮定する．
(i) W は有界閉集合であるから，成り立つ．
(ii) y0 2 ;y0  s 2 W;y0  s =2 W  とする． = 0より，9s0 > 0; y0  s0 =2 W . まず，
s < T (y0)に対し，y0  s 2W nW  とする．このとき，次が成り立つ．
y0  s 2 intW [ int S1 [ int S2 [ int S4
[

(S4 \ S1) n f(U^Q; 0; C^); (1; 0; C^)g

[ (S3 \ S6) [ f(1; 0; 0)g:
 y0  s 2 int S2と仮定する．平面 fC = 0g 上では _C = 0なので，y0 2 fC = 0g
でなければならない．これは y0 2 に矛盾する．よって，y0  s =2 S2.
 y0  s 2 S3\S6と仮定する．点 y0  sにおけるベクトル場は ( _U; _V ; _C) = (0; 0; 0)
となるから，y0  s = y0でなければならない．これは y0 2 に矛盾する．よっ
て， y0  s =2 S3 \ S6.
 y0  s 2 int S1 [ int S4 [

(S4 \ S1) n f(U^Q; 0; C^); (1; 0; C^)g

と仮定する．連結面
int S1 [ int S4 [ (S1 \ S4)は境界を含まないので，条件 (ii)をみたす．
 y0  s = (1; 0; 0)と仮定すると，点 (1; 0; 0)は平衡点なので，y0 = (1; 0; 0)でな
ければならない．これは y0 2 に矛盾する．よって，y0  s 6= (1; 0; 0).
 y0  s 2 intWと仮定すると，intWは開集合であるから条件 (ii)をみたす．
1固有ベクトル p1 はW の内部に含まれるが，p2 は含まれない．これは，Fisher-KPP方程式の進行波解の
存在証明において現れる，不変領域の構成のアイディアに対応する [10]. なお，uv 平面上では C  0が成り立
ち，(1)は Fisher-KPP方程式と一致することも併せて指摘しておく．
12
次に，s > T (y0)に対し，y0  s 2W nW  とする．つまり，解軌道が一度W の外部
に出て，その後W 内に戻るという場合を考える．このとき，
y0  s 2 intW [ int S1 [ int S4 [

(S4 \ S1) n f(U^Q; 0; C^); (1; 0; C^)g

:
s < T (y0)と同様の議論を行うことにより，この場合にも条件 (ii)をみたす．　
(iii) 仮定より， = 0: また，の定義からは有界閉集合である．は不安定多様体 U
上にあり，また，l3; l6 2 W . よって，上の任意の点 y0を通る軌道は，s !  1
とすれば，W 内で， < より固有値 に対応する固有ベクトル p1に漸近しながら
平衡点 (0; 0; C^)に近づく．したがって，各 y0 2  に対し，(14)の解軌道は と一度
だけ交差する．
定理 3(再掲). 2 > 4dとする．このとき，






をみたす任意の C^ に対し，2つの平衡点 (1; 0), (0; C^) を (11)の意味でつなぐような系 (1)
の進行波解
(u; c)(x; t) = (U;C)(x  t) = (U;C)(z); z = x  t
が存在する．ここで，波形関数 (U;C)は次をみたす．
U 0(z) = V (z) < 0 < U(z); C(z) (z 2 R):
定理 3の証明. 背理法による．まず， = 0を仮定する．このとき，補題 9より，Wazewski
の定理のすべての条件が成立し，y0 2 について，F (y0) = y0  T (y0)は同相写像となる．
特に，連結集合のW への像 F ()は連結集合である．しかし，と面 S3の交点Aに関
して，A 2 かつA 2W . よって，F (A) = A，つまりAは不動点である．同様に，と
面 S6の交点 Bも不動点である．さらに，補題 7および (23)の の定義に注意すると，
A = F (A) 2 int S3; B = F(B) 2 int S6
を得る．一方，int S3  W1, int S6  W2 であるから，F (A) 2 W1, F (B) 2 W2. さらに，
W  = W1 [W2 かつW1 \W2 =  が成り立つことに注意すると，F ()は非連結となる．
しかし，Wazewskiの定理より F ()は連結であるので，矛盾．ゆえに， ) 0．すなわち，
少なくともある 1点 y 2 が存在し，その点を通る解軌道は s > 0についてW 内に留まり




定多様体 U 上にあるので，y(s;y)は固有ベクトル p1に漸近しながら平衡点 (0; 0; C^)に到
達する．次に，s ! 1の場合を考える．W 内において，(12)第 1式より， _U > 0である．
W の形状を考えると，s!1 でW に留まる解軌道は，s!1で平衡点 (1; 0; 0) に到達す
る．これは，条件 (13)をみたす (12)の解に他ならない．ここで，kは  < k < をみたす
実数，C^ は (17)より 0 < C^ <p 2k をみたす実数として定義したことを思い出そう．k # 
とすることにより，C^ の範囲を











次の定理は，進行波の U 成分は，遠方で十分に 0（または 1）に近づいていることを表す
ものである．また，速度 が大きいほど，進行波の U 成分のスロープ部分の傾きはより緩
やかになることも示唆される．
定理 4(再掲). 2つの平衡点 (1; 0), (0; C) を (11)の意味でつなぐような系 (1)の進行波解
(u; c)(x; t) = (U;C)(x  t) = (U;C)(z); z = x  t
は，次をみたす． Z 1
 1
U(z)(1  U(z))dz = : (7)
























































































































U(1  U)dz = 
を得る．したがって，(7)が示された．







































z 2 R (27)
と書くこともできる．(26), (27)は，ともに (8)の積分による表示を与えている．
3.2 平衡点 (1; 0; 0)における中心多様体
中心多様体の定義や性質については，付録（4.1節）において述べる．4.1節の定理 14よ
り，(10)の平衡点 (1; 0; 0)における中心多様体について，次の定理が成り立つ．
定理 10 (平衡点 (1; 0; 0)における中心多様体). (10)の平衡点 (1; 0; 0) は，t[0; 0; 1]に接する
中心多様体 8><>:





















z 2 R: (29)
と書ける．S =  1(C), V =  2(C)とおく．ただし  1(C),  2(C)は









をみたす．ここで，関数 F1(S; V;C), F2(S; V; C) を，8><>:F1(S; V;C)  S
0   V;
F2(S; V;C)  V 0   1d fP (S + 1; C)V  Q(S + 1; C)(S + 1)g
(31)
と定義する．(S; V; C)が (29)の解ならば，S =  1(C), V =  2(C)に対して
F1( 1(C);  2(C); C) = 0; F2( 1(C);  2(C); C) = 0
が成り立つ．左辺をそれぞれ計算すると，
F1( 1;  2; C) =  
0
1C




 01( 1 + 1)C
2    2;









 02( 1 + 1)C
2   1
d
fP ( 1 + 1; C) 2  Q( 1 + 1; C)( 1 + 1)g
となる．次に，(30)に注意して
 1(C) = p2C
2 + p3C
3 + p4C
4 +   
 2(C) = q2C
2 + q3C
3 + q4C
4 +   
(32)
とおく．F1( 1(C);  2(C); C) = 0, F2( 1(C);  2(C); C) = 0に代入し，係数比較を行うこ
とで
p2 = q2 = q3 = 0; p3 =   2
2
; p4 =   6
2
; q4 =   6
3
を得る．続いて，















 2(C) =   6
3
C4 +O(C4)
が成り立つことを確かめることができる．S = U   1を代入することで (28)を得る．
3.3 Mapleによる解軌道の数値計算
ここでは d = 0:2,  = 1とする．平衡点 (0; 0; 0:2CH)の近傍（上）に初期値をとった
場合の，Mapleによる (12)の解軌道の数値計算結果を，図 5, 6に示す．ただし，は平衡










とおき，曲面 V = R(U;C)の挙動を調べよう．なお，これは (10)の第 2式において，V 0 = 0




U2C3 + 1  U
2
UC
2    U =
 2U3C3 + 2U   2U2
2UC2   3
であるから，
RU (U;C) = 
 8C5U3 + 22C2(3C   1)U2 + 24U   4
(2UC2   3)2
を得る．ここで，
E(U;C) =  8C5U3 + 22C2(3C   1)U2 + 24U   4
とおくと，RU とEの符号は一致する．
























図 6: 図 5の平衡点付近の拡大図
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UE(C)はE(U;C) = 0の解，すなわちE(UE(C); C) = 0をみたす点である．
U 0    UE(C)    UQ(C)
EU + + + + +
E  4 % 0 % +
E     0 + +
RU  (1=)   0 + +
R 0 & 極小 % 0
一方，CH < C = Cの範囲では，U に関する R(U;C)の増減表は次のようになる（符
号などが定まらない部分は空欄とした）．
U 0    2=(2C2)    UQ(C)
EU + + 0    
E  4 % 4(UC + U   1) &
E    
RU  (1=)   発散
R 0 & 発散 0
 = 1とし，Mapleによる数値計算で，曲面 V = R(U;C)の様子を描いたものを図 7, 8
に示す．特に図 8においては，P (U;C) = 0付近ではR(U;C)の値が発散している様子が観
察できる．
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図 7: Mapleによる曲面 V = R(U;C)のプロット (0  U  1, 0  C < CH = 1)．









定義 11 ([5]). 初期条件 u(0)＝ u0 をみたす (12)の解を u(t;u0) とおく．平衡点 uに対
して，集合















 n0 個の 0の固有値（臨界固有値）
を持つとする．また，臨界固有値に対応する n0次元一般化固有化空間を TC とする．この
とき，次の定理が知られている．
定理 12 ([8]). (33)が定める力学系は n0次元の滑らかな局所不変多様体WC(0)を持つ．さ
らにWC(0)は u = 0で TC に接する．
ただし，WC(0)が局所不変多様体であるとは，十分小さな t > 0に対して，
u0 2WC ) u(t;u0) 2WC
であることをいう．
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WC(0)を中心多様体と呼ぶ．ここで，改めて固有空間に基底を取り直すことで，(33)は8<: _x = Ax+ g(x;y);_y = By + h(x;y); (34)
と書き直せる．ただし，x 2 Rn0 , y 2 Rn++n  であって，行列 Aの固有値の実部はすべて
0であり，行列 Bの固有値の実部はすべて 0でない．また，g, hは 2次以上の非線形項で
ある．定理 12より，中心多様体は (x) = O(jjxjj2) を満たす写像 : Rn0 ! Rn++n  のグ
ラフで表せる．言い換えれば，関数 y =  (x)は，中心多様体WC(0)の定義を与えている．
これを (34)の第一式に代入することで，次の意味で縮約を行うことができる．




定理 14 ([8]). (0) = 0; 0(0) = 0 を満たす関数が
0(x)(Ax+ g(x;(x)) B(x)  h(x;(x)) = O(jjxjjp)
を満たすならば，jjxjj ! 0 で，
 (x) = (x) +O(jjxjjp)
を満足する．
4.2 Wazewskiの定理に関する考察
ここでは，定理 (5)の性質に対する理解を深めるために，定理 (5)の条件 (i) または (ii)を
満たさないW , の例を構成しよう．
条件 (i)を満たさない例 2成分常微分方程式8<: _x =  1;_y = 1; s 2 R (36)
に対し，W ,  を次のように与える．
W = f0  x  2;  1  y  0g n fx = 1;  0:9  y   0:1g;
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 = fx = 2;  1  y  0g
このとき，W と は定理 (5)の条件 (i)を満たさない．このように，cl(W ) 6= W となるよ
うなW を構成する場合には，十分に注意が必要である．一方で，W を閉集合として与えた
場合には，条件 (i)は必ず満たされることを改めて指摘しておく．
条件 (ii)のみを満たさない例 (36)に対し，W , を次のように与える．
W = f0  x  1;  2  y  0g [ f1  x  3;  4  y  0g;
 = fy = x  5 j 1  x  3g
このとき，即時脱出集合W は
W  = f0  x  3; y = 0g [ fx = 0;  4  y <  2g [ fx = 0;  2 < y  0g
で与えられる．このとき，条件 (i), (iii)が満たされることが容易に確かめられる．一方で，
条件 (ii)は成り立たない．初期値 x0 = (x0; y0)を与えたとき (36)の解は，
x(s) = x0   s; y(s) = y0 + s
となる．まず，(2; 3) 2 に対して，
(2; 3)  1 = (1;  2)
が成り立つ．明らかに，(1;  2) 2 Vsかつ Vs \W  = をみたすような R2の開集合 Vsは
存在しない．従って，条件 (ii)は成り立たない．さらに，この例では，からW への写像
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